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Tres¢ zadania

Rozwazmy nastepujace zagadnienie planowania produkcji:

Przedsiebiorstwo wytwarza 4 produkty P1,...,P4 na nastepujacych maszynach: 4 szlifier-
kach, 2 wiertarkach pionowych, 3 wiertarkach poziomych, 1 frezarce i 1 tokarce. Wymagane
czasy produkeji 1 sztuki produktu (w godzinach) w danym procesie obréobki zostaly przed-
stawione w ponizszej tabeli:

P1 P2 P3 P4

Szlifowanie 04 0,6 - -
Wiercenie pionowe 0,2 0,1 - 0,6
Wiercenie poziome 0,1 - 0,7 -
Frezowanie 0,06 0,04 - 0,05
Toczenie - 0,06 0,02 -

Dochody ze sprzedazy produktéw (w z1/sztuke) okreslaja sktadowe wektora R = (Ry, ..., Ry)7T.
Wektor R opisuje 4-wymiarowy rozktad ¢-Studenta z 4 stopniami swobody, ktérego war-
tosci sktadowych zostaly zawezone do przedziatu [5;12]. Wektor wartosci oczekiwanych p
oraz macierz kowariancji X niezawezonego rozkladu ¢-Studenta sa nastepujace:

9 16 -2 —1 -3
8 2 9 —4 -1
=20 4
6 3 -1 1 1

Istnieja ograniczenia rynkowe na liczbe sprzedawanych produktéw w danym miesiacu:

P1 P2 P3 P4
Styczen 400 0 200 300
Luty 700 400 500 O
Marzec 0 800 600 400

Jezeli sprzedaz danego produktu przekracza 80 procent ilosci jaka moze wchlonaé rynek,
jego dochdéd spada o 20 procent.

Istnieje mozliwo$é¢ sktadowania do 200 sztuk kazdego produktu w danym czasie w cenie 1
zt/sztuke za miesiac. W chwili obecnej (grudzien) w magazynach znajduje sie po 50 sztuk
kazdego produkt. Istnieje wymaganie, aby tyle pozostalo réwniez pod koniec marca.

Przedsiebiorstwo pracuje 6 dni w tygodniu w systemie dwéch zmian. Kazda zmiana trwa
8 godzin. Mozna zalozy¢, ze kazdy miesigc sktada sie z 24 dni roboczych.



Polecenia

1. Zaproponowaé jednokryterialny model wyboru w warunkach ryzyka z wartoscia oczekiwana
jako miara zysku. Wyznaczy¢ rozwigzanie optymalne.

2. Jako rozszerzenie powyzszego zaproponowaé¢ dwukryterialny model zysku i ryzyka ze sred-
nig jako miarg zysku i Srednig réznica Giniego jako miarg ryzyka. Dla decyzji x € @
$rednia réznica Giniego jest definiowana jako I'(x) = %Zgzl Zg:ﬂrt/ (x) — re (X)|prpe,

gdzie ry(x) oznacza realizacje dla scenariusza t, p; prawdopodobienstwo scenariusza t.

(a) Wyznaczy¢ obraz zbioru rozwiazan efektywnych w przestrzeni zysk-ryzyko.

(b) Wskazaé¢ rozwiazania efektywne minimalnego ryzyka i maksymalnego zysku. Jakie
odpowiadaja im wartosci w przestrzeni ryzyko-zysk?

(¢) Wybraé trzy dowolne rozwiazania efektywne. Sprawdzié, czy zachodzi pomiedzy nimi
relacja dominacji stochastycznej pierwszego rzedu. Wyniki skomentowaé, odnies¢ do
ogoblnego przypadku.

1 Jednokryterialny model wyboru

Jednokryterialny model wyboru w warunkach ryzyka ma umozliwi¢ wybér rozwiazania opty-
malnego ze wzgledu na maksymalizacje wartosci oczekiwanej zysku. Wartos¢ oczekiwana ma
by¢ okreslana na podstawie scenariuszy wygenerowanych z rozkladu ¢-Studenta o parametrach
podanych w tresci zadania. Przyjeto, ze wszystkie scenariusze maja takie same prawdopodo-
bienistwo.

1.1 Parametry modelu

W tabeli 1 zestawiono wszystkie przyjete parametry modelu razem z opisami. Takie samo nazwy
przyjeto podczas implementacji modelu. W przypadku wektoréw oraz macierzy parametréw w
nawiasach kwadratowych podano ich rozmiar odwolujac si¢ do parametréw liczbowych.

1.2 Zmienne decyzyjne

Zmienne decyzyjne sa kontrolowanymi przez decydenta, kluczowymi dla problemu wartosciami.
Celem systemu jest dobranie przez solver takich wartosci tych zmiennych, ktére pozwolg na
osiagniecie najlepszego rozwiazania zadania. W tabeli 2 przedstawiono zmienne decyzyjne wy-
korzystane w modelu wraz z opisami. Zastosowano konwencje nazw identyczna, jak w przypadku
parametréw modelu.

1.3 Ograniczenia

7 punktu widzenia projektowania modelu, najwazniejsze jest prawidltowe dobranie przedstawio-
nych zalozeniach ograniczen. Zidentyfikowano nastepujace ograniczenia modelu:

e Ograniczenie dolne wartosci zmiennych decyzyjnych — wartosci nie mogg by¢ mniejsze od
zera:
workTime[m][mc|[p] >=0 (1)

meEmonths
pEproducts
mcemachines

Y  producelm][p] >=0 (2)

méeEmonths
pEproducts



Tabela 1: Tabela zawierajaca parametry modelu jednokryterialnego

Nazwa parametru Opis

nMachType [loé¢ typéw maszyn (proceséw) dostepnych w fabryce

nMonth Ilo$¢ miesiecy uwzglednionych w symulacji

nProdType Tlosé typow produktéw

nScenarios Tloé¢ scenariuszy wygenerowanych do symulacji

machinesnMachType] Wektor typéw maszyn (proceséw)

months[nMonth] Wektor miesiecy symulacji

products[nProdType] Wektor typéw produktow

machineCount[nMachType] Wektor ilosci maszyn danego typu

prodTime[nMachType][nProdType] macierz czaséw produkeji danego produktu na danej
maszynie

maxInMonth[nMonth|[nProdType] macierz maksymalnej ilosci produktéw, jakie mozna
sprzeda¢ w danym miesiacu

nHours Ilos¢ godzin pracy fabryki w miesigcu

mu[nProdType] Wektor wartosci oczekiwanych rozkladu t-Studenta do
generacji scenariuszy

sigma [nProdType][nProdType] Macierz kowariancji dla rozklady t-Studenta

sellProfit[nScenarios|[nProd Type] Macierz wygenerowanych sceniariuszy dochodéw ze
sprzedazy produktow

storageCost Koszt trzymania jednej sztuki produktu w magazynie
przez miesiac

storageMax[nProdType] Wektor maksymalnej pojemnosci magazynu dla kaz-
dego typu produktu

storageStart[nProd Type] Wektor ilosci poczatkowej produktéw w magazynie

Y  selllm]p] >=0 (3)

méemonths
peproducts

Y/  stock[m][p] >=0 (4)

meEmonths
pEproducts

Y  lowerProfit[i][m][p] >=0 (5)
1€scenarios

méemonths
pEproducts

e Ograniczenie ilosci jednoczesnie pracujacych maszyn - Ze wzgledu na to, ze kazda poje-
dyncza maszyna moze pracowaé¢ w ciggu miesigca nHours godzin, to dla kazdego typu
maszyny, czas ich pracy nie moze przekroczy¢ wartoéci iloczynu ilosci maszyn danego typu
oraz czasu nHours.

Y Z (workTime[m][mc|[p] <= machineCount[mc] * nHours)  (6)
memonths pEproducts
mcEmachines

e Ograniczenie definiujace czas pracy maszyn - czas pracy danego typu maszyny to iloczyn
ilosci wyprodukowanych sztuk danego produktu i czasu trwania danego procesu technolo-
gicznego dla jednej sztuki:

workTime[m][mc|[p] == produce[m][p] * prodTime[mc|[p) (7)

meEmonths
mcEmachines
pEproducts



Tabela 2: Tabela zawierajaca zmienne decyzyjne modelu

Nazwa zmiennej

Opis

produce[nMonth][nProdType]

sell[nMonth]|[nProdType]

stock[nMonth][nProdType]

workTime[nMonth|[nMachType|[nProd Type]

if80prec[nMonth|[nProdType]

lowerProfit[nScenarios|[nMonth|[nProdType]

Macierz zawierajace iloSci wytwarzanych
sztuk danego typu produktu w danym mie-
siacu

Macierz zawierajaca ilosci sprzedawanych
sztuk danego typu produktu w danym mie-
siacu

Macierz zawierajaca ilosci sztuk danego ty-
pu produktu znajdujacych sie w magazynie
w danym miesiacu

Macierz zawierajaca czas pracy kazdej ma-
szyny dla kazdego typu produktu w kazdym
miesigcu

Macierz zmiennych binarnych (1 jesli sprze-
daz danego produktu w danym miesigcu
przekroczyta 80% warto$ci maksymalnej, O -
w przeciwnym wypadku)

Macierz przechowujaca kwoty, jaka nalezy
odja¢ od zyskow z poszczegdlnych typow
produktéw w poszczegdlnych miesiacach, ze
wzgledu na przekroczenie 80% pojemnosci
rynku. Zmienna niezbedna do wyeliminowa-
nia obecnosci zmiennej binarnej w funkcji
oceny

e Ograniczenie rynkowe maksymalnej sprzedazy w danym miesiacu:

Y  sell[m][p] == maxInMonth[m][p] (8)

meEmonths
peEproducts

e Ograniczenia ustawiajace zmienng binarng po przekroczeniu 80 procent pojemnosci rynku:

Y  selllm]p] <= 0.8 x maxzInMonth[m][p] 4+ 1000000 * i f80prec[m][p] ~ (9)

méemonths
pEproducts

Y sell[m][p] >= 0.8 x maxInMonthm|[p] * i f80prec[m][p]

meEmonths
pEproducts

e Ograniczenia linearyzujace wplyw zmiennej binarnej na funkcje celu:

Y  lowerProfit[i][m][p] <= 1000000 * i f80prec[m][p]

1€Escenarios
meEmonths
peEproducts

Y  lowerProfit[i][m][p] <= 0.2 sell[m][p] x sell Profit[i][p]

1€Escenarios
meEmonths
pEproducts

(11)

(12)

Y 0.2« sell[m][p] * sell Profit[i][p] — lower Pro fit[i][m][p]+

1Escenarios
méEmonths
peproducts

1000000 * i f80prec[m][p] <= 1000000; (13)



e Ograniczenie sprzedaz do ilosci sztuk wyprodukowanych oraz znajdujacych sie w magazy-
nie. Dla pierwszego miesiaca ma ono postaé:

sell[m][p] <= produce[m][p] + storageStart[p] (14)

memonths
pEproducts

Dla kazdego nastepnego miesigca:

Y sell[m][p] <= produce[m][p] + stock[m — 1][p] (15)

méemonths
pEproducts

e Ograniczenie definiujace ilos¢ produktéw pozostajacych w magazynach na nastepny mie-
siac, jako sume sztuk wyprodukowanych i bedacych w magazynie na poczatku tego mie-
siaca pomniejszong o ilos¢ sprzedana w tym miesigcu. Dla pierwszego miesiaca:

Y  stock[m][p] == (produce[m][p] + storageStart[p]) — sell[m][p] (16)

méemonths
pEproducts

Dla kazdego nastepnego miesigca:

Y  stock[m][p] == (produce[m][p] + stock[m — 1|[p]) — sell[m][p] (17)

méemonths
pEproducts

1.4 Funkcja celu

Funkcja celu dla modelu jednokryterialnego to maksymalizacja wartosci oczekiwanej zysku dla
wszystkich scenariuszy. Dla kazdego scenariusza zostala przyjeta funkcja zysku w postaci

Y profitli] = Z Z (sell[m][p] - sell Profit[i][p]

i<nSZ¢g}\7fmrios mé&months pEproducts

— lower Profit[i][m][p] — stock[m][p] * storageCost) (18)

1.5 Implementacja modelu
1.5.1 Generacja scenariusz dochodéw ze sprzedazy

Dochody ze sprzedazy poszczegdlnych produktéw sa okreslone wektorem losowym okreslonym
w tresci zadania. Do wygenerowania wektoréw opisujacych konkretne scenariusze sprzedazy
wykorzystano pakiet MASS dla jezyka R. Skrypt drukujacy wektory do pliku zostal napisany
w Srodowisku R Studio IDE. Zaltacznik 1 to wspomniany skrypt - t-student.R. Do potrzeby
symulacji wygenerowano 1000 scenariuszy.

1.5.2 Model

Rozwigzanie zadania zaimplementowano w catoéci przy pomocy programu IBM ILOG CPLEX
Optimization Studio przy wykorzystaniu solvera CPLEX. Nazwy parametréw oraz zmiennych
decyzyjnych pokrywaja sie z nazwami opisanymi w tabelach 1i 2. Zatacznik 2 to plik wdwr17421-
1.dat, ktéry definiuje parametry modelu. Zalacznik 3 to plik wdwri7421-1.mod, ktéry wezytuje
parametry modelu, definiuje zmienne decyzyjne, funkcje oceny oraz ograniczenia modelu. Dla
przys$pieszenia implementacji modelu przyjeto, ze kolejne miesigce, produkty oraz procesy tech-
nologiczne beda opisane liczbami naturalnymi. Miesiace ponumerowane sg w kolejnosci wystepo-
wania, produkty wedlug indeksu przy literze P w nazwie, a procesy technologiczne w nastepujace
kolejnosci:



1. Szlifowanie,
2. Wiercenie pionowe,
3. Wiercenie poziome,
4. Frezowanie,

5. Toczenie.

1.6 Rozwigzanie

Optymalne rozwiazanie maksymalizacji wartosci oczekiwanej zysku zostato obliczone przez so-
lver CPLEX. Optymalny zysk wynidst okoto 26023,63 zt. Wynik taki jest osiagany dla nastepu-
jacych wartosci zmiennych decyzyjnych:

320 0 160 240 0100
sell= | 700 320 500 O |,if80prec=|1 0 1 1],
0 800 600 320 11 10

0 50 0 O 270 0 110 190
stock=|10 0 0 O |],produce= |700 270 500 O
50 50 50 50 50 850 650 370

Macierze z czasami pracy maszyn dla poszczegdlnych typow produktéw zostaty przedstawio-
ne oddzielnie dla kazdego miesigca:

108 0 O 0 280 162 0 O
%4 0 0 114 140 27 0 O
workTime[l]=| 27 0 77 0 |,workTime[2]=] 7 0 350 O],
162 0 0 9.5 42 108 0 O
0 0 22 0 0 135 10 O

20 510 O 0
10 85 0 222
workTime[3]=| 5 0 455 0
3 34 0 18.5
0 425 13 0

Macierzy lowerProfit nie przedstawiono w raporcie ze wzgledu na jej wielko$é. Pelne wyniki
dziatania solvera dotaczono do raportu jako zatgcznik 4.
1.7 Whnioski

7, przeprowadzonej sytuacji wynika, ze mozliwosci produkcyjne fabryki przekraczaja pojem-
noé¢ rynku. W celu maksymalizacji w niektorych miesiacach optaca sie sprzedawaé poszczegdlne
produkty, nawet po przekroczeniu 80% pojemnosci rynku. Nie ma potrzeby magazynowania
produktow, poza wymaganym minimum.

2 Model dwukryterialny zysku i ryzyka

2.1 Model zadania

Model przedsiebiorstwa pozostal w calosci taki, jak w pierwszej czesci zadania. Miara zysku jest
warto$¢ oczekiwana, czyli w przypadku rownie prawdopodobnych scenariuszy - érednia. Miarg



ryzyka w danym zadaniu jest Srednia réznica Giniego wyrazajaca sie wzorem:

T T
P = 5 30 S lre(x) — re (lpepe (19)

t'=11"=1

gdzie ry(x) oznacza realizacje dla scenariusza t, a p; - prawdopodobiefistwo scenariusza t.
Zgodnie z przyjetymi w projekcie oznaczeniami wyrazenie okreslajace miare ryzyka bedzie

wygladalo nastepujaco:

1 1

nScenarios nScenarios

giniRisk = % . Z Z lprofit[tl] — profit[t2] - (20)

tl€scenarios t2€scenarios

2.2 Model preferencji

Model preferencji zostatl zbudowany na podstawie wymaganego poziomu $redniej przy minima-
lizacji ryzyka.
avgProfit < minAvgProfit (21)

minimizeginiRisk (22)

minAvgProfit jest dodatkowym parametrem modelu. Zataczniki 5 i 6 to pliki z paramtrami i
modelem zadania dwukryterialnego wyboru - pliki zrédtowe dla solvera CPLEX.

2.3 Zbiér rozwigzan efektywnych w przestrzeni ryzyko-zysk

Rysunek 1 przedstawia rozwigzania efektywne modelu w przestrzeni ryzyko-zysk. Niebieskie tréj-
katy przedstawiaja rozwigzanie efektywne dla réznych warto$ci wymaganego poziomu zysku. Ze
wzgledu na mozliwosci obliczeniowe komputera rozwiagzania 52 réwno odlegle rozwiazania, kaze
biorace pod uwage 30 scenariuszy. Wprowadzono ograniczenie czasu solvera poswieconego jedne-
mu rozwiazania do 5 min. Obliczenia zajety ponad 3 godziny. Zaltaczniki 7 i 8 to pliki parametréw
oraz modelu wraz ze skryptem dla solvera CPLEX, shuzace do uzyskania rozwiazan. Kolorem
z6ym oznaczono rozwiazanie maksymalnego zysku oraz minimalnego ryzyka. Odpowiadajace
im wartosci zawarte sg w tabeli 2.4.

2.4 Rozwigzania efektywne minimalnego ryzyka i maksymalnego zysku

Na wykresie 1 kolorem zéltym oznaczono rozwiazania maksymalnego zysku oraz minimalnego
ryzyka. Odpowiadajace im warto$ci w przestrzeni ryzyko zysk zawarte sa w tabeli 2.4.

Tabela 3: Rozwiazania maksymalnego zysku i minimalnego ryzyka
Miara zysku Miara ryzyka
Maksymalizacja zysku  26553.9 zt 796.113 zt
Minimalizacja ryzyka -600.00 zt 0.0 zt

Rozwiazanie zadania jednokryterialnego maksymalizacji zysku wiaze si¢ maksymalizacja ry-
zyka, natomiast zadanie minimalizacji ryzyka, bez ograniczen na miare zysku powoduje strate
(zysk ujemny) spowodowang brakiem sprzedazy oraz kosztami utrzymania minimalnego stanu
magazynu.

2.5 Sprawdzenie dominacji stochastycznej wybranych rozwigzan efektywnych

W celu sprawdzenia dominacji stochastycznej pierwszego rzedu (FSD) wybrano 3 rozwiagzania
efektywne modelu. Zostaly oznaczone literami A, B, C. Wartoéci sredniego zysku oraz miary
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Rysunek 1: Obraz zbioru rozwiazan efektywnych w przestrzeni ryzyko-zysk

ryzyka odpowiadajace tym rozwiazaniom zostaly przedstawione w tabeli 2.5. Wybrano rozwia-
zanie, ktore byly do siebie najbardziej zblizone pod wzgledem $redniej zysku. Jej wartosé réznita
si¢ 0 okoto 500 zt. Zaltaczniki 9 i 10 to pliki parametréw oraz modelu wraz ze skryptem dla solvera
CPLEX, stuzace do wygenerowania informacji o zysku i ryzyku dla poszczegdlnych scenariuszy.

Tabela 4: Rozwigzania wybrane do analizy dominacji FSD

A B C
Ograniczenie minimalnego zysku 25488.1 zt  26020.5 zt  26552.9 zt
Sredni zysk 25488.3 z  26020.6 zt 26553.9 zt
Miara ryzyka 755.133 zt  774.872 zt 796.113 zt

Aby sprawdzi¢ dominacje wzajemng dominacje rozwigzan w sensie FSD narysowano odwrot-
ne dystrybuanty dla obydwu kryteriow. Rysunek 2 przedstawia wykres odwrotnej dystrybuanty
rozktadu Sredniego zysku pomiedzy scenariuszami dla 3 wybranych rozwiazan efektywnych. Z
wykresu mozna odczytaé, ze rozwigzanie C dominuje rozwigzania A i B w sensie FSD, tzn. ze dla
kazdego scenariusza miara zysku w przypadku decyzji C jest wicksza niz w przypadku decyzji
A i B. Rozwiazanie B dominuje w sensie FSD rozwiazanie A.

Rysunek 3 to wykres odwrotnej dystrybuanty rozktadu éredniego réznicy Giniego jako miary
ryzyka pomiedzy scenariuszami dla tych samych 3 rozwigzan efektywnych. Ze wzgledu na miare
ryzyka rozwigzanie A dominuje rozwigzania B, C, natomiast rozwiazanie B nie dominuje ”$cisle”
rozwiazania C. Powodem jest przecinanie sie dystrybuant w miejscu oznaczonym na z6tto na
wykresie na rysunku 2.



0.8

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.2

odwrotra dystrybuarta Py )

0.2

0.1

23000

24000 25000 26000 27000 28000 29000

miara zysku [zt]

Rysunek 2: Odwrotna dystrybuanta rozktadu éredniego zysku miedzy scenariuszami
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